Séquence 4 : compléments de dérivation et convexité d’une fonction

1 Rappels et compléments de dérivation

On appelle fonction dérivée de f ou plus simplement dérivée de f la fonction, notée f/ qui & tout z associe
le nombre dérivé f/(z) de f en x.

1.1 Deérivée des fonctions usuelles

Type de Expression Fonction dérivée
fonction Type de Expression Fonction dérivée
fonction
Constante flx)y=C fl(z)=0
avec C € R Fonction cosinus f(z) =cos(z) | f'(z) = —sin(x)
Affine fl@)=mx+p fl(x)=m
avec m # 0 Fonction sinus f(z) =sin(z) | f'(z) = cos(x)
Carré f(x) = 22 f(x) =2z
1
Racine carrée f(z) ==z f(z) = NG
x
Puissance flx) =a" f/(z) = nan~!
Fonction exponentielle f(z)=¢€" fl(x)=e€"
Inverse f(z) = 1 f(z) = L
T x?

1.2 Composée de deux fonctions

Définition. Soit u une fonction définie sur un intervalle I et v
une fonction définie sur un intervalle J tel que pour tout x de I,
on ait v(z) € J. ' )'(' v INY ol oaf o\
La fonction composée de u suivie de v, notée vou est la fonction * v(X) = v(u(x))
définie sur I par (vou)(z) = v(u(x)). A

Exemple. Donner l’expression littérale des fonctions composées suivantes, en précisant les intervalles de dé-
finition :

o pour u(z) =2x — 1 et v(x) = 22, donner uov et vou.

o pour f(z) =+/x et g(x) = 4z + 2, donner fog et go f.

e pour h(z) = 322 — 1 et v(x) = cos(z), donner uowv et vou.
Proposition. Soit u une fonction définie sur un intervalle I et v une fonction définie sur un intervalle J tel

que pour tout x € I, on ait v(z) € J.
Siu est dérivable sur I et v est dérivable sur J, alors la fonction vou est dérivable sur I et pour tout réel x € I,

| (wouw)(x) = (v o w)(a) x u/(x) = v/(ufr)) x '(x) |

Exemple. Déterminer la dérivée de la fonction f définie par f = v ou avec u(x) = 322 +5 et v = 6,/7.

1.3 Opérations sur les dérivées

On considére deux fonctions f et g dérivables. Le tableau suivant donne des régles de calculs pour des
fonctions construites a partir des fonctions usuelles :



Opération Fonction Dérivée
Opération Fonction Dérivée
Somme U+Vv u+v
. U UxV-UxV
Quotient v 72
Produit AU AU’
par un réel A € R
Puissance un nx U x U1
Produit UxV | U xV+UxV (n € N*)
de deux fonctions
. - Exponentielle eV U’ x eV
I — __
nverse i iE

2 Tangente a& une courbe en un point

La tangente & la courbe C; en A est la position limite de la droite (AM) quand le point M se rapproche
de A, tout en restant sur la courbe Cy.

Définition. Soit f une fonction définie sur un inter- Interprétation géométrique
valle I, a un réel de cet intervalle et Cy la courbe repré- du nombre dérivé
sentative de la fonction f dans un repére (O,1,J) du

I Y
plan.

Si f est dérivable en a, la tangente a C; au point
A(a, f(a)) est la droite passant par A et de coefficient
‘directeur f’(a).

Proposition. L’équation de la tangente au point

A(a, f(a)) & la courbe Cy dans le repére (O,1,J) est : \_@

= f(a)(z —a) + f(a)
= | 5

3 Convexité : définition et conséquences graphiques

3.1 Fonction convexe, fonction concave

Définition. Soit f une fonction dérivable sur un intervalle I et C sa courbe dans un repére.
o f est convexe sur I siC est entierement située AU-DESSUS de chacune de ses tangentes.
o f est concave sur I si C est entierement située EN-DESSOUS de chacune de ses tangentes.
Exemple.

— 1a fonction carré est convexe sur R. — la fonction racine carrée est concave sur ]0; +00|.




3.2 Point d’inflexion d’une courbe

Définition. Soit f une fonction dérivable sur un
intervalle I et C sa courbe dans un repére.

Le point A de C est un point d’inflexion de C si au point
A, la courbe C traverse sa tangente en A.

Remarque. La courbe C d’une fonction f dérivable ad-
met un point d’inflexion en A d’abscisse a quand la
fonction f passe de concave 4 convere ou de convexe
-G concave en a.

Exemple. Soit f la fonction définie sur R par f(x) =
23 et C sa courbe dans un repére.

4 Convexité d’une fonction et dérivée

Dans la partie précédente, on a pu constater que :

- lorsque f est convexe, le coefficient directeur des tangentes augmente lorsque = augmente ; autrement
dit la fonction dérivée f' : x +— f'(x) est croissante.

- lorsque f est concave, le coefficient directeur des tangentes augmente lorsque = diminue ; autrement dit

la fonction dérivée [’ : x +— f’(z) est croissante.

Proposition. Soit f une fonction dérivable sur un intervalle I.
o [ est convexe sur I si et seulement si [’ est croissante.

e [ est convexe sur I si et seulement si [’ est décroissante.

En pratique, la convexité d’une fonction dérivable est donnée par le sens de variation de sa dérivée f’, ainsi

Convexe

Paint d'inflexion

Concave

il faut étudier la dérivée de la fonction f’, que 'on appelle dérivée seconde et que ’on note f”.

Proposition. Soit f une fonction dérivable sur I dont la dérivée f' est dérivable sur I.

o [ est convexe sur I si et seulement si f est positive sur I.

e [ est concave sur I si et seulement si ' est négative sur I.

e La courbe de f admet un point d’inflexion au point d’abscisse a si et seulement si f” s’annule et change

de signe en a.

Exemple. Déterminer la convexité et les points d’inflexion des fonctions suivantes :

file) =223 +32% —2+7 ;  folw) =2+ 223 + 522 + 32— 11 ;

fa(z) = 22* + 2% — 1522 — 52+ 10



